TD Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Résolution d’équations

HoM Exercice 1 Z A Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes

L (1+2?)y + 22y = L sur]0,4-o00] 3.y —ytanz = —cos®w sur |- 5,5 | 5.9 = ——y— l;gﬁiﬁl sur Je,4-00]
2.y = =y + 5 sur |1,+00] 4.y = 2y + —Z5 sur ]1,400] 6. % (1+t2)y =ty + (1 +t*)surR

718 Exercice 2 Z On considére (E): (1 + z?)y” — 2y = 0.
1. Déterminer une solution particuliére f non nulle de (E).
2. ATaide du changement de variable tan u = x, déterminer une primitive de m
3. En cherchant les solutions de la forme « — C(x) f(z), résoudre (F).
710 Exercice 3 # & On considére I'équation différentielle (E): z%y” — 3zy’ + 4y = 0 sur R%.
1. Soit y une solution de (E) sur R% , et z: ¢ — y(e"). Vérifier que z est solution d’une équation différentielle d’ordre 2 a coefficients
constants.
2. Déterminer toutes les solutions de (£) sur R .

Raccordements

WoF Exercice 4 Z Résoudre sur R I’équation différentielle
L (22 - 1)y = -y 2.y =2y+ux 3. zy —y =22
pCI Exercice 5 Soit f: Ry — R continue. Montrer que ’équation 2y’ + y = f(z) admet une unique solution sur ]0,4+00[ prolongeable
par continuité en 0.
wce Exercice 6 % [MiNes MP] On considére 'équation (E): y” —y = | cos z| sur R4. On admet que pour tout a,b € R, (E) admet une
unique solution vérifiant y(0) = a et 3/(0) = b.

1. Existe-t-il des solutions positives ? 2. bornées? 3. positives et bornées?

Théorie
EPY Exercice 7 Z On pose I = [0,53], avec § > 0.
1. Soit g: I — R dérivable, et k > 0 tels que g(0) < 0etVt € I, ¢'(t) < kg(t). Montrer que g est négative.
2. Soit h: I — R de classe C* telle que h(0) = 0 et Vt € I, |h/(t)| < k|h(t)|. Montrer que h est nulle.
Indication : Chercher d appliquer la question précédente, d une fonction dont la dérivée est |h'(t)|.
3. On considére a présent f: I x R —+ R (t,y) — f(t,y) lipschitzienne en y, c’est-a-dire qu’il existe k tel que

Yty y2, [ f(E 1) — (G ye)| < klyn — yal.

Soient y, z: I — R vérifiant y(0) = 2(0) et Vt € I, y'(t) = f(t,y(t)) et 2'(t) = f(¢, 2(t)). Montrer que y = 2.
C’est l'unicité du théoréme de Cauchy-Lipschitz général.
8JL Exercice 8 & Z Soit g: [0,+00] — R continue et m > 0.
1. Résoudre le systéme de Cauchy (E): y' + my = g(z) et y(0) = a.
2. Soit f: [0, +0o[— R de classe C.
a) Montrer que si f/ + mf est bornée, f est bornée. b) Y Montrer que si f/ +mf — 0, alors f — 0.
Indication : Poser g = '+ mf et = f(0).

Autres équations

8BT Exercice 9 L’équation ¢/ = 1 + y? admet-elle une solution définie sur R ?

084 Exercice 10
1. Déterminer les solutions de I'équation (1 — m)zF’(x) = mF(z), sur RY.
2. Soit m € ]0,1[. Déterminer les fonctions continues sur [0, +oo[ vérifiant

Vo >0, /Itf(t)dt :mx/wf(t)dt.
0 0

771 Exercice 11 Soit f: R — R dérivable en 0 vérifiant (H): Vz,y € R, f(z +y) =€e"f(y) + ¥ f(x).
1. Déterminer f(0).
2. a) Soit a € R. Déterminer un DL4, quand h — 0, de f(a + h), et en déduire que f est dérivable en a.
b) En dérivant I’équation par rapport a x, déterminer une équation différentielle vérifiée par f.
3. Quelles sont les fonctions vérifiant (H)?
217 Exercice 12 % % Pour p, 7 > 0, on considére I’équation différentielle V¢ € R, f'(t) + pf(t — 7) = 0.
1. Pour quels couples (p, 7) admet-elle une solution exponentielle ?
2. Pour quels couples (p, 7) toutes les solutions possédent-elles une infinité de zéros?
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